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Verslag van een oriSnterende statistische
analyse van een onderzoek van cosmische straling.

1. Inlelding.
Door Prof.Dr J.Clay werden ons waarnemingen van de
cosmische straling verstrekt, die ieder uur, gedurende
ongeveer 2 maanden (10 Mel tot 15 Juli 1948) zijn ver-

richt,
De gegevens bestonden ulti:

a. Uurwaarnemingen van de intensitelt der cosmische
straling, verricht met tellers en met een ionisatievat.
b. Voor ieder uur één waarneming van de barometer-

stand en één van de temperatuur.

De bedoeling van de statistische analyse van deze ge-
gevens is, na te gaan, of er uit deze gegevens een con-
elusie gevormd kan worden over de aanwezigheld van een
dagperiodiciteit van de intensiteit der cosmische straling,
die niet door de invloed van de barometerstand of van

de temperatuur ontstaat.

Hoewel het mogeliik zou zijn de gegevens aan een
Fourier-analyse te onderwerpen en op die wijze een schaté
ting te verkrijgen van de amplitude van de term, dle de
periode ven 1 dag vertegenwoordigt, waarbij een formele
eliminatie van de invloed van de barometerstand wel op
een of andere manier kan worden ultgevoerd, werd in deze
richting om twee redenen geen poging gewaagd. De eerste
was, dat wij vooralsnog niet besehikken over een bij deze
analyse azanslultende toct ingsmethode. Wij zcude.. dus een
schatting van de amplitude van de dagperlodicitelt vinden
zonder dat wi] er ons van zouden kunnen vergewissen of
deze amplitude werkelijk van nul verschilt dan wel of
de afwijking van nul aan het toeval toegeschreven zou
kunnen worden. Het gevonden getal zou dus geen physische
interpretatie toelaten. -
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Weliswaar is het in prinecipe wel mogelijk, hieraan te-
gemoet te komen, door de Fourier componenten te bepalen
behorend bij perioden van b.v, 22, 23, 24, 25, 26 uren,
en na te gaan of er blj 2% uren een piek optreedt, maar
dit zou zeer veel en zeer kostbaar rekenwerk verelsen,
terwljl de uitslag zeer twijfelachtig is. We hebben echter
een andere, minder kostbare methode in gedachte, waar-
toe een aantal voorbereidende onderzoekingen zijn ge-
schied, die hierna vermeld zullen worden,

De tweede reden bestaat daarin, dat we nlet over een
duidelijk fysiseh model beschikken, dat ondubbelzinnilg
vastlegt, van welke grootheid de periodiciteit bepaald
moet worden., Is X de waargenomen barometerstand, en y
de waargenomen intensitelt der straling, dan kan men vra-
gen naar een perfiodiciteit van een grootheid van de vorm
y+0 X, of ook in een van de vorm g.gﬁg@ » (of van log y+(log 3
Ook indien x niet 2l te grote schommelingen om een ge-
middelde waarde uitvoert, waardoor de bepaling der gemid-
delden in belde gevallen ongeveer tot elkaar herleidbare
resultaten geeft, kan echter juist een Fourler component
in beide gevallen wezenlijk verschillen. (B.v. is de bi]
8indx behorende Fourlier component in de ontwikkeling van
sin x nul, mear in die van log(a+sin x) ongelijk nul).

De vraag, welke keuze hier gedaan moet worden, kan nlet

op statistische gronden beantwoord worden, maar alleen

op een fysische overweging, die beslist, of, als I de
intensitelt der in de atmosfeer binmenvallende straling is,
de waargenomen intensiteit daaruit ontstaat door verminde-
ring met een term [ x, dan wel door vermenigvuldiging

met een van X &fﬁankmlijke factor. Overigens zou ook dit
bezwaar bij de bovenbedoelde statistische methode minder
zwaar wegen.

Verder 1ijkt het nilet uitgesloten, dat een hoge baro-
meterstand zou kunnen ontstaan door verschillende ocor-
zaken ( een dikke luchtlaag of neerwaartse luchtstromin-
gen b.v.), die verschillende invloeden op de intemsitelt
der cosmische straling ultoefenen.

Het leek daarom gewenst, eerst de invlced van de baro-
meterstand op de cosmische straling te ondersoeken. De
inviced van fle temperatuur, dile veel geringer 1is, werd tot
nu toe niet systematiseh in het onderzoek betrokken.

Ter orilntering werd eerst van de verschillende waar-
nemingsreeksen een voortschrijdend gemiddelde bepaald. De
zo verkregen tijdreeksen werden vervolgens onderzocht op
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de in § 2 besproken wijze.

Daarna werd de methode der klassieke regressieanalyse
voor een preciezer onderzoek ingeschakeld. Dit gddeelte
van het onderzoek is vervat in § 3.

Bij dit onderzoek werden een aantal ter plaatse te
bespreken merkweardige conclusies berelkt, dle het ver
dere onderzoek enigszins bemoeilijken en de sanleliding
waren tot het opstellen van dit voorlopige rapport.

Ter ori¥ntering van de lezer i1s aan het eind van dit r
rapport een memorandum S 47 (M 6) toegeveegd over de alge-
mene gang van zaken blj het toetsen van hypothesen, De in
nev rapport gﬁnaemﬁ@ grafieken zijn groot en moeilijk
te reproduceren. Zij zijn daarom niet aan dit rapport toe-
gevoegd.

2, Nethode der_voortschrijdende gemiddelden.

Door de Rekenafdeling van het Mathematisch Centrum
werden de sommen van telkens 12 opvolgende waarnemingen
bepaald, die dus, op een faataru£§ na, de voortschrij-
dende gemiddelden vormen. Dit werd ultgevoerd voor alle
waarnemingsreeksen, Bovendien werden van de zo verkregen
reeksen de verschillen van opeenvolfende waarden bepaald: .,
hetgeen, in de oorspronkelljke waarnemingen ultgedrukt,
neer komt op het verschil van de n+12% en de n€ waarne-
ming, voor n=1,2,3,...

De reeksen gaven, grafisch uitgezet, een vrij regel-
matlg verloop te gien, waaruit de invloed van de barome~
terstand duidelijk blijkt. Bij stijgende barometer treedt
daling van de intensiteit der cosmische stralen op en om-
gekeerd. Opvallend is echter, dat de veranderiihg in de
intensitelit der sosmische straling soms onevenredig groot
is in vergellijking met de verandering van de barometer-
stand. Dit verschijnsel treedt b.v. zeer duldelljk aasn de
dag op 1% Juni,

Om het verband tussen de intensitelt der cosmische stra-
len en de barometerstand nader te beschouwen, werden die
perioden ultgekozen, waarin de stljging van het voort-
schrijdend gemiddelde van de barometerstand ongeveer con-
stant was ( dus waarin de verschillen tussen n+12€ en nf
waarneming constant waren). Voor die perioden werdode stij-
ging per uur van de voortschrijdende gemiddelden van de
waarnemingen der cosmische stralen geschat en tegen de
stijging van barometerstand uitgezet. Deze grafiek geeft
een duidelijke daling van de intensitelt der cosmlsche
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stralen te zien bijvstijgende barometerstand,

Uit deze grafiek hebben wij, apart voor stljgende en
dalende barometerstanden, een schatting afgeleld voor de
helling van de rechte, dle gemlddeld het verband tussen
cosmische stralen en barometerstand geeft, Hilerbi] was
geen enkel verschil te zien tussen het verband bi] dalen-
de en dat bilj stijgende barometer,

De schattingen werden verkregen door in de genoemde
grafiek een lijn door O te trekken, zo, dat aan belde zlj]-
den van deze lijn een gelijk aantal waarnemingspunten lag.

Dearbij werd rekening gehouden met het aantal der cor-

spronkell jke waarnemingen, dat in ieder punt van deze
hellingen-grafiek verwerkt was, De helling van deze lijn
is een schatting van de regressiecoBffici¥nt van het ver-
band tussen de flucties van barometerstend en teller-waar-
nemingen, maar tevens van de regressiecoBfficiBnt tussen
deze twee grootheden zelf, Dit alles geldt ulteraard
slechts onder de aanname van een lineair verband tussen
de betrokken grootheden,

Bovenbeschreven methode werd zowel op de teller-~ als op
de ionisatievatwaarnemingen btoegepast, en uit het gquoti®nt
van beide hellingen werd een schatting gevonden voor de
helling van de rechte die het verband aangeeft tussen de
waarnemingen van de teller§-en van het lonisatlievat,

In de grafiek van de flucties van barometerstand en
teller-waarnemingen komen twee punten voor, die opballend
ver van de andere afwijken., Deze punten zijn afkomstlg
van waarnemingen verricht op 23 Mei en op 10 Juni, Ult
de aantekeningen omyrent magnetische storingen e.d., die
bij het waarnemingsmateriaal waren verstrekt, bleek niet,
dat er op dle dagen lets bljzonders aan de hand was. In 1
iets mindere mate valt een punt, behorende bij de waarne-
mingen van 4 Juni bulten de wolk, Deze drie punten vertoon-
den eveneens een afwijkend gedrag in de overeenkomstige
grafiek behorend biJ] de waarnemingen van het lonisatievat.
Deze overeenstemming wijst erop, dat het afwijkende ge~
drag niet aan één van belde apparaturen geweten kan worden
tenzlij er een gemeenschappelijke oorzaak, b.v.een sterke
daling van de spanning van het lichtnet, in het spel 1is.
Een fout in de registratie van de barometerstand zou na-
tuurlijk wel de oorzaak kunnen zijn, echter ook een at-
mospherische storing of een cosmischeverschijnsel., WijJ
beschikken niet over de gegevens, die nodig zijn, om hier
een conclusie te formuleren,
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Br waren verschillende redenen, die ons ertoe brachten,
om behalve de hier beschreven methode ook nog de klassie-
ke regressieanalyse in het onderzoek te betrekken. Deze re-
gr@ssi&analysag toegepast op de oorspronkelljke waarne-
mingen, stelt ons nl, in staat de gelijkheid van hellin-
gen te toetsen, hetgeen met de baV&nbaﬁehr@ven @ri@nﬁ&~
rende methode niet mogelijk is. W1iJ] kunnen éanvnagaang
of de barometerinviced e@nstant was gedurende de periode
van de proef. Tevens is het interessant, om de hellingen,
berekend volgens verschillende methoden met elkaar te ver-
gelijken. Pe ondere.ciling, dat de stochastische afwi]-
kingen een normale waarschijnlijkheidsverdeling bezitten,
noodzakelijk voor het toepassen van de hier.gebruikalijk@
statistische toetsen, lijkt bij het onderhavige materiaal
niet zo onredelijk, dat san de realitelt van verschijnse-
len, die bi) deze analyse duidelijk naar voren komen, ge-
twljfeld behoeft te worden.

3. Methode der regressieanalyse:

3.1. Methode van onderzoel:

Bij de toepassing van deze methode werd de gehele waarne-
mingsperiode corspronkelijk in twee gelijke perioden
verdeeld n,l,

1~ periode: 10 Mel tot 12 Juni

2% periode: 13 Juni tot 15 Juli

Boverdien werden de dag- en nachtwearnemingen geschel-
den zowel als tezamen ondergocht, De scheidingslijn tussen
dag en nacht werd daarbij bepaald op een in § 3.2.1 be-
schreven wijze naar aanleiding van de temperatuur.Eenvewven-
tuele invloed van de temperatuur of van de stand van de
zon zou op die wijze kunnen blijken.

Voor beide perioden, en voor dag en nacht apart, werd
nu een grafiek gemaakt van de waarnemingen (in de oor-
spronkelijke vorm) van tellers resp. ionisatlevat, tegen
de barometerstand, De ligging der punten verschilde dulde-
11ijk voor de beide perioden, zowel blj tellers als bij
ionisatievat , overdag en 's nachts, en voor al deze 4
grafieken op gelljksoortige wijze, De regressielijn van de
tweede periode is ten opzichte van die van de eerste naar
rechts gedraald om een nogal ver weg gelegen punt, beho-
rend bij lage barometerstand en hoge intensltelt der cos-
mische straling. Het verschil tussen beide periloden is dus
het grootst bij de hoge barometerstanden, en blj overgang

e
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van de eerste naar de tweede periode is er een toeneming
van de intensiteit der straling. Deze toeneming is ver-
moedelijk een bekend verschijnsel (seizoeninvloed of lets
dergelijks). De verandering der helling is echter ver-
moddeliJk minder bekend. De detalls van het onderzoek
zijn verderop beschreven,

De varanéﬁrligkh@id van de barometer~invloed gaf ons
aanlelding, ook een grafiek te maken van de lonisatievat-
waarnemingen tegen de teller-waarnemingen. Ook hier bleken
de regressiellijnen der beide perioden duideljk te ver-
schillen, Zi] waren wellswaar zo goed als evenwi jdig,
maar een verschulving was duldelijk te constateren, In de
tweede periode Yagen de tellerwaarnemingen gemiddeld hoger
in vergelljking met de bljbehorende jonisatievatwaarnemine
gen dan in de eerste, Details worden in §73.3 besprolen.
Deze opschuiving van de regressielijn kan een gevolg zijn
van een verloop van twee apparaturen ten opzichte van el-
kaar. Wij kunnen er niet over ocordelen, of er misschien ook
andere verklaringen mogelijk zijn.

In sommlige der hier besproken grafieken } :
punten voor, die sterk van de overige afwijken. Ook hier-
voor konden wij uit de aantekeningen omtrent magnetische
storingen e.d. geen verklaring vinden.

3.2, Onderzoek naar het verschil in kellin&:

5.2.1 De_splitsing naar dag en nacht:

De splitsing naar dag en nacht is gemaakt aan de hand
van de temperatuur, Hlertée werd 6p de temperatuurwaar-
nemingen de methode der m rengschikkingen toegepast (Vgl.
S B7 (M 14) aan het eind van diP eapport.) Elke rang-
gchikking is hierbij afkomstig van de 2% temperatuur-
waarnemingen ven één dag. De uren, waarop wij de hoogste
twaall kolomtotalen vonden werden tot de dag gerelend; de
andeve tot de nacht.

Op deze wijze vonden wij:

dasg: 10-21 wur,
nachts 22-9 uur.

%.2.2., De n&}ligg@n der ?&ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁééiﬁﬁﬁa

De schattingen der hellingen, berekend uit de oorspron-
kelijke waarnemingen, waarover in § 3.1 gesproken is, zijn
in onderstaande tabellen samengevat. Daarblj is steeds de
barometerstand als onafhankell jke variabele genomen,
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Tabel 13

Schattingen der hellingen van tellers tegen barometerstand,

tTemp. dag Nacht ﬁ§§

periode 10-21 uur 22-9 uur nacht
| 1 | - §:7§ - gxaﬁ-‘ “#39@
2 - 3,44 - 3,64 -3,54
142 - 4,46 - 4,72 -4, 59

Tabel 113
ﬂahattigg@n der hellingen van lonisatievat tegen barome-

_ temp. dag nacht dag +
eriode 10#21 uur 22-9 uur nacht
1 TN - 4,33 | -h,41
2 ~%,01 - 3,08 3,04
1+2 -3,96 - 3,89 =5593

Hieruit zlen wiJ direct, dat er voor de belde perio-
den grote verschillen ziJjn, waarvan in de volgende para-
graaf dan ook zal blijken, dat zij nlet aan het toeval
geweten kunnen worden. Er is echter betrekkelijk wéinig
verschil tussen dag en nacht. Men kan dus wel onderstellen
dat de invlced van de barometerstand op de cosmische stra-
ling in eerste benadering overdag en 's nachts deselfde
is. . '

In tabel III zijn de schattingen der hellingen van de
ionisatievat-waarnemingen btegen de teller-waarnemingen
opgenomen, berekend als guoti¥nten van de cosrasponderen-
de hellingen uilt de vorige twee tabellen.

Tabel II1:
Schattingen der hellingen van ionisatievat tegen tellers.

: — temp. | GETY nacht —dag +
periode 10-21 uur 22-9 uur nacht.

[ ;. 1 0,94 0,86 0,90
- 2 0,88 0,85 0,86
142 0,89 0,82 0,86

; . Hier is het verschil tussen de hellingen voor de twee
{ ~ perioden veel kleiner dan boven. De verschut¥ing van de
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regressielijnen ten opzichte van elkaar wordt in § 3.3
besproken.

3.2.5. Toetsing van het verschil tussen de hellingen.

Hierbij is de in memorandum S 53 (M27) beschreven
methode toegepast (zie eind van dit rapport), dle op de
toets van Student berust.

De resultaten van deze toets vinden we voor de verge-
1ijkingen van 1€ en 22 periode in tabel IV en voor de ver-
gelijking van dag en nacht in tabel V.

De grootheid t stelt de voor de toetsingsgrootheld ge-
v&nden waarde voor.

Tabel IV:

Toepassing van de toets van Studeny op de hellingen uit
de 15 en 2% periode.

Periode| tijd | hellin- t | Overschrij-

gen __| dingskans
1 |jgeg | -%.75 | 5,0 |<0.00001
Tellers | ____ ée ‘ N 3,44
& )
begen e o[22 -3,033 | 5,6 | <6.00001
% 1 3,64

1¢ ldag + -4,90

barometer e 7.4 | «0.00001
2 nacht -3%,54
1° ; . |
Jonisatie~ 2® 10-21 ’%1 6,2 | <0.00001
vat - - 22291 .. -
e
tegen 1 le2g | %432 | 6,2 |<0.00001
barometer |___ 2 ook 23,08
' e
1 jdes x| -hA g8 | 40,0000
2 nacht ~3,08

De overschrijdingskansen zijn alle zeer kleln, zodat
de toets steeds tot verwerping van de hypothese van gelijk-
heid der regressieco¥ffici¥Bnten leidt. Hlerult zien we
dus dat er een duldelijk verschil is tussen @ hellingemn
uit de eerste en die ult de tweede periode, de helling
is in de tweede periode groter, d.w.z. minder sterk negée-
tief dan in de cerste.
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Tabhel V3

Toepassing van de te®ts van Student op de hellingen over-
dag en 's nachts.

nellin- overschrij~
Periode | tija | oor PR s
, 10-21 | -4,78
1 : 0,92 0,36
Tellevrs * *
_ 22-9 _1.22,932 -
tegen o 10-21 | -3,44 0,99 0,32
barometer~ 22-9 22284
stand e | 10-21 | -BEE g 461 9,27
22-9 -4,72
. 1081 -8 b7
1 2 0,70 0,48
Ionisatievat ; 22-9 *&3§§
tegen 10-21 -%5,01 0.76
2 y 353@ '
barometer |- 22-9 22208 .
142 | 1021 | -3.96 14 45| 0,69
2‘2—§ “3:@9

Uit tabel V zien we dus dat de boven, naar aanlelding
van tabelYgetrokken voorlopige conclusie, t.w. dat er
geen reden is om aan te nemen dat er een verschil is tus-
sen de hellingen overdag en ‘s nachts, bevestigd wordt.

0f de hellingen van ionisatievat tegeb tellers uit 1®
en 2® periode en overdag en 's nachts significant ver-
sechillen hebben wlij niet onderzocht, Dit zou nl, zeer
veel rekenwerk eisen en waarschiJnlijk niets oplewveren,
daar dJeze verschillen ook klein zijn (vgl.tabel III).
Ook het verschil voor de twee perioden is voor dle hel-
lingen niet onderzocht.

%.% Onderzoek nsar de verschuiving der ionisatievat waar-
nemingen t.0.v. de teller waarnemingen.

Zoals reeds in § 3.1 werd opgemerkt, vonden wij In een
grafiek, waarin de iomisatievat waarnemingen ultgezet
waren tegen de teller waarnemingen, dat de regressieliljnen
van de twee perlcden ten opzichte van elkaar verschoven
zijn,

Om dit nader te onderzoeken hebben wl] de methode der
dubbele dichotomie toegepast (vgl.memorandum B 53(M 23)).
Hiertoe werd de gehele puntenwolk in twee delen gedeeld,
door er een rechte door te trekken met als helling de in
§ 2 gevonden helling van ionisatievat tegen tellers en
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wel zodanig dat het aantal waarnemingen dat boven de rech-
te ligt ongeveer gelijk is aan het aantal dat er onded
ligt.

‘We vinden dan voor de aantallen waarnemingens

18 periode 2° periode totaal
boven de
rechte 125 428 255
onder de
rechte 338 271 609
Totaal Lbs 6asg 1162

Onder de hypothese, dat de regressielijn in belde pe-
rioden dezelfde is, is de kans, dat een willekeurig punt,
dat boven de rechte ligt, tot de eerste perlode behoort
gelijk aan de kens, dat dit met een willekeurig punt van
onder de streep het geval is. Anders ultgedrukt: de ken-
merken "boven™ resp. "onder de streep" zijn dan stochas-
tisch onafhankelijk van "tot de eerste" resp. "tot de
tweede perlode behorend". Dit kan getoetst worden met
behulp van de in bovengenoemd memorandum beschreven metho-
de. ‘ |

We vinden daarbij een overschrijdingskans éclﬁ“é, het-
geen dus de verschulving overtulgend aantoont.

3.4, Véf@eliﬁg,&er geheke waarnemingsperiode in vijf ge-
1ijke_perioden:

Wij h@hb@ﬁ de gehele waarnemingsperiode ook nog in viﬁf
gelljke §éﬁi$§%ﬂ verdeeld en voor leder van deze Wirioden
voor dag en nacht apart de schattingen van d&'hﬁilingan
van tellers (resp. i@nig&gggwgi} tegen barometer berekend.

Als perioden hebben we genomen:

I 10 Mel -~ 23 Mel
II 2% Met - 6 Juni
I11 7 dJuni 19 Juni
IV 20 Juni- 2 Jull
¥ 3 Julil - 15 Jull
De vogor deze perioden gevonden hellingen vinden we in

§

Cde tabellen VI en VII.

Tabel VI: {zle volgende blz.)
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teg@n

Tabhel Vi

Shh&*tfngﬁn van de hellingen van tellers
ﬁarﬁmﬁt@f yoor leder der %igf perlioden:

temp. dag naeht
perio 10-21 uur 220 uur
I -4 ,32 ~3,58
Ii nQ,&& ”§§?§
1T -7 ,20 T, 42
Iv -4 ,27 -4, 48
v -5, 04 ~%, 14

Tabel VIi:

Schattingen van de hellingen van ionisatievat tegen baro-

meter

voor ieder der vijf perioden:

Uit de tabellen VI en VII zien we dus dat, zowel vodr -
tellers als voor lonisatievat, de hellingen zeer sterk-”
wisselen, en speciaal én de derde periode zeer hogg migﬂ}

Eg‘o

3,

temp. aag nacht
eriode 10-21 uur 22-0 uur
I 4,17 -4,13%
1T -%,85 ~3,60
111 -6,17 -4 ,04
Iv -3,69 -3,85
v ' -%,01 -2,80

Samenvatting der resultaten en conclusies:

het bovenstaande hebben wij dus gevondens

dat de helling van tellers (resp. ionisatievat) tegen
barometer nlet constant is.

dat, bij eenzelfde tellerwaarneming, deionisatievat-
gen in de tweede pericde gemideld hoger-
zijn dan in de eersie perlode.

dat het verschil van de invloed van de barom
stand op de intensiteit der cosmische stra
dag en 's nabhts in eerste benadering te verw

is,

dat er onverwacht grote incildentele afwijkingen optre
den bij tellers en ionisatievat tegelijk, waarvan
{op grond van de beschikbare gegevens) niet ult te
maken is, of deze san fouten in de waarneming gewe-
ten moeten worden, of dat men hier met wezenlljke ver-
anderingen in de cosmische straling te maken heeft.

B
e
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- onderzoek naar de dagperiodiciteit van deze intensitelt

; ng: Conclusie 1 maakt het onmogelijk &én baro-
metercovrectie voor het gehele materiaal te berekenen en
na toepassing daarvan naar een dagperiodicitelt te gaan zoe
ken, Deze periodicitelt kan wel worden onderzocht door
ieder der dagen apart te beschouwen en de ultkoumsten der
verschillende dagen te combineren. Daarbl] zou men dan moe$
ten onderstellen, dat de barometerinvioed gedurende iedere
periode van één dag constant ie. Deze onderstelling wordt
ondersteund door conclusle 3. Tevens zou men éaﬁviﬁvlgaﬁ
van de temperatuur op de cosmische straling dienen te on-
derzoeken, daar de temperatuur een duidelljke dagperiodi-
citelt vertoont (vgl. § 3.2.1).

Een andere mogellijkheid is, voor leder dervverschillende
tijdstippen O uur, 1 uur, 2 uur, ete. de waarnemingen te-
zamen nemen en deze groepen apart te analyseren., Een ver-
schillende invloed van de %&?&&@@S?ﬁﬁaﬁﬁ op de intensiteit
der cosmische stralen op verschillende tijdstippen van de
dag =zou een Iinteressant resultaat zijn, terwljl een sys-
tematisch verschil in fintensitelt de mogelljkheld vab een

zou openen. Daarbi] zou gebrulk gemaikt kunnen worden van
een voor leder der genoemde tijdstippen afzonderlijk be-
paalde langzaam met de t1jd veranderende barometercorrec-
tie.

Het leek echiter gewenst het uitvoeren van deze uitgebrei-
de bewerkingen te laten voorafgaan door een bespreking van
de tot nu toe behaalde resultaten,

Daartoe werd dit rapport geschreven. Een vraag, ¢ie voor
het voortzetten van het onderzoek van veel belang is, be-
treft de relatleve betrouwbaarheld van de waarnemingen
verricht mét de tellers en met het lonisatievat en de be-
trouwbasrneld der waarnemingen in het salgemeen., Dit laat-
ste is van belang in verband met conclusie 4. Ook een be-
spreking van de in de Inlelding genoemde moeill jkheden kan
voor een verder onderzoek van belang zijn.

Een gedeelte van de voor dit rapport noodzakell jke be-
rekeningen is ultgevoerd door de Rekenafdeling van het
Mathematisch Centrum.
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Algemene gang van zaken bij het toetsen van een
hypothese.
De toetsing van een hypothese ﬁ%f berust steeds op een aan-
tal waarnemingen % ,% ;..., % van één of meer stochastische
groo-bheden2 , of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee

steekproeven).
Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid ¢ (soms meexr

dan é&n), die een functie is van bovengenoemde stochastische
grootheden en die, voor de waargenomen waarden X% , L 5eeey %,
ecen waarde sanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van
de gemiddelden van twee wasarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, 0D
grond van de onderstelling, datC%ﬁ juist is, de waarschijnlijk-
heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling 7 van mogelijke uit-
komsten van & , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat #

- een in 7 gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese ﬁﬁf , gelijk
is aan een gegeven getal o , zodat Z dus van & afhankelijk iésl
7 heet de kritieke zdne van de toets, & de onbetrouwbaarheids-
drempel (Bngels: level of significance), Voor o neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

Men verwerpt nu.ﬂﬁﬁ op grond van de waarnemingen % , Z,

veey, %, indien de bij deze waarnemingen behorende waarde
van # in % ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-
de van # moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal

y / . 0 L) -
gebeuren, is, indien‘”@ juist is, gelijk aan. o Derhalve 1s

¢ de kans op ten omrechte verwerping van de juiste hyvothesc.

ook de kans op een fout van de eerste soort genoend. Indien

mn deze methode toepast, met o = ,05 resp. 0,01, zal men in
gemiddeld ongeveer &én op 20 resp. op 100 van de gevallen,
waarin de hypothese die men toetst juist is, deze toch verwerpen.

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheild.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezegd, een groo -
heid, die voor de elementen van een collectie(uniyersum,Dgpu1a~
tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waarden o nneemt. Sto-
chastiseche grootheden worden aanzegeven door ondersiriepte

letters.
3) Soms kan men slechts bereilken, dat dene kans iéﬂ(is.




De toetsingstheorie biedt in het algemeen geen mogelijk-
heid om tot sanvaarding van een hypothese te komen. Indien
een bepaalde hypotheseé%f niet verworpen kan worden, is dit
gewoonlijk met een hele verzameling van hypothesen tegelijk 4
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet gelijk met aanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop van een statistischc analyse
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens zc bij de
verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden zi]
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat cen
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte,
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn
ontdekt.

Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijk  te worden ver-

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst.
In plagts van de onbetrouwbaarheidsdrempel(V wordt vaak
bij de uitslag van ecn toetsing de overschrijdingskans 75 op-~

gegeven; dit is de kleinste waarde van aaa, waarbij in het
betrokken geval, nog tot verwerping van<%ﬁ zou Zijn overgegaan;
anders gezegd: de kleinste o , waarrvoor de gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij «¢ behorende)
kritieke zdne 7 ligt. Wordt dus de waarde—%' opgegeven en_
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel o, dan wordt

verworpen, indien % s is.

Voor het onderscheid tussen 4én— en tweezijdige toetsing
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden.vergelijke men bv.
de tweede hieronder gegeven 1itteratuurplaats. Wij moeten hier
volstaan met de opmerking, dat ténzijdige toetsing veelal
eerder tot verwerping van<ﬁgieidt, maar dat deze slechts on-
der bijzondere omstandigheden kan worden toegepast.

Litteratuurs o
J.Neyman, rirst course in probability and statistics, New
York, 1950, Chapter 5. . L,
J.Hemelrijk en H.R. van der Vaart, Het gebruik van een— en
tweezijdige overschrijdingskanscen vo.r het toetsen
van hypothesen, Statistica 4 (1950) p.54-66.
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Methode der 772 rangschikkingen 1)

Ben duidelijk voorstelling van deze toetsingsmethode ver-
krijgt men door “ elementen te beschouwen, die cen bepaald
kenmerk, eventueel in verschillende mate, bezitten, dit ken-
merk wordt door #z waarnemers beoordecld en ieder van deze
waarnemers rangschikt deze 7 elementen volgens zijn beoor-
deling naar opklimmende waardering. Op deze wijzc ontstaan
72 rijen van rangschikkingen. We willen nu ecn maat asnge-
ven voor de overeenstemming tussen deze rangschikkingen,
m.a.w. een méat voor de overeenstemming tussen de 77 beoor-
delingen. De hypothese éﬁj , die met deze methode getoetst
kan worden, houdt in dat er geen overcenstemming tussen de
wasrnemers bestaat: precicser gezegd, dat alle rangschik-
kingen onafhankelijk van elkaar op toevallige wijze zijn
ontstaan. Dit is b.w. het geval, als het betrokken kenmerk
in werkelijkheid voor alle elementen dezelfde waarde bezit.

We kunnen de afleiding voor de maat van overeenstemming
het eenvoudigst geven aan de hand van een voorheeld.

elementen A B e D E F

f'a'ngnu mmers toege Kend
door wairnemer 5 4 z 4 3 2
’ L 2 3 ¥ 3§ é A
e 4 + & 3 2 3
o 4 3 2 5 £ 8

) 4 /0 9 /2 / /"-’

De som van alle rangnummers 1s _%7axnﬁﬂ+4) . Onder de hygpo-
these &% is het theoretische gemiddelde van iedere kolom:
—:,f—/m[w-/-/)

We beschouwen nu de afwijkingen van dit gemiddelde. In ons
voorbeeld is het theoretisch kolomgemiddelde gelijk aan 14.

De afwijkingen daarvan zijn
7 -3 -4 ) -2 3

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oridntatie e¢n
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid




-

De som der kwadraten van deze afwijkingen noemen we S -

Ny
|

In‘ons voorbeeld is S = 64 | \

Als alle 7 rangschikkirgen gelijk zijn wordt het maximum van S bereikt.
Dit maximum is’ j5 2’ (m%-m)

We definiBren nu als coéfficient van overeenstemming

12 S
W= —
7 (n3~oq
In ons voorbeeld is W = _(axbh = 0,229
b x 270

W varieert dus tussen O en 1

De verdeling van W onder de hypothesecgf is exact berekend voor een aan-
tal waarden van 7z enw iy *7 tortijl. voor grote 7+ en 772 benadering-
en bekend zijn.[1] Hiesrmee kan<ﬁg dus getoetst worden, waarbij g{ ver—-
worpen wordt, als W waarden dichtbij 7 aanneemt. De kriticke zdne is dus
van de vorm W 2 W]

Het kan voorkomen dat de waarnemers geen onderscheid ontdekken in de mate
wasrin verschillende etementen het kenmerk bezitten. Ze geven deze ele-
menten dan gelijke rangnummers(

V¥eronderstel, dat door een waarnemer geen onderscheid wordt gemaaskt tus-
sen de elementen, die de rangnummers 3 ﬁén 6 moaten dragen. Dan wordt
als rangnummer van ledere van deze elementen hot gemiddelde van de rang-
nummers Z’-(d+4+5+ 6):4%

gebruikt.
Daar het maximum van & nu verandert, moeten we cen ~orrectie op dc for-
mule van W toepassen; deze vindt men in het boek van Kendall behandeld.

Litteratuur:
[1] M. G.Kendall, .Rank correlation methods, Tondon 19483
hoofdstuk 6 p.80. .

tabel verdelingsfunctie van W voor

=5 =133

op DPe. 146-149
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Toetsing van de hypothese p, = Do met behulp
1) ‘

van een 2 x 2-tabel .,

Wij beschouwen twee reeksen van onafhankelijke experi-
menten, waarbij ieder experiment van de ene reeks één van de
twee resultaten A of A (non-A) heeft en ieder experiment van
de tweede reeks één van de beide resultaten B of B (nierbij
kan A=B zijn). Daarbij wordt ondersteld, dat bij ieder der
experimenten van de ene reeks de kans op A gelijk aan Pq (en
dus de kans op A gelijk aan 1—p1) ig en bij ieder der experi-
menten .van de itweede reeks de kans op B gelijk aan p, {en
dus de kans op’ﬁ gelijk aan 1—p2). De te toetsen hypothese
luidt nu:

Hoz Py = Py

Indien de eerste reeks uit n en de tweede reeks ult m

waarnemingen bestaat, waaronder n, (resp. m1) maal A (resp. B)

. voorkomt, kunnen deze gegevens in de volgende 2 x 2-tabel
worden samengevats
. A resp. B & resp. B totaal
eerste reeks n, n-n, n
tweede reeks - my M-, m
totaal r n+m-r n+m

Als toetsingsgrootheid wordt n,, het aantal malen A in
de eerste reeks waarnemingen, gebruikt. Indien Hoijuist is
bezit deze grootheid onder de voorwaarde, dat r de bij het
exneriment gevonden waarde aanneemt, de volgende waarschijn-
lijkheidsverdeling: de kans, dat een bepaalde waarde n, aan-
genomen wordt, is gelijk aan:

ny (m
G, @)

(=)

Als kritieke z8ne worden de waarden van n, met de klein-
ste waarschijnlijkheden bijeengezocht, tot de gekozen betrouw-
baarheidsdrempel het toevoegeﬁ van een nieuwe waarde verhin-
dert (bij éénzijdige toetsing bestaat de kritieke z8ne uit-
sluitend uit grote of uitsluitend uit kleine waarden van n1).

- e gy ——

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.




De overschrijdingskans, behorende bij de gevonden waarde van
N4, is gedefinieerd als de som van alle waarschijnlijkheden
van bovenstaande verdeling, die hoogstens gelijk aan de waar-
séhijnlijkheid van de gevonden waarde zijn (bij éénzijdige
toetsing echter gelijk aan de som van de waarschijnlijkheden
van alle waarden die groter of gelijk aan de gevondene, of van
alle waarden, die kleiner of gelijk aan de gevondene zijn).
Deze exacte toetsingsmethode voor HO is afkomstig van R.A.
Iisher. .

Indien n en m zo groot zijn, dat deze exacte berekening
te omslachtig wordt, maakt men gebruik van de volgende bena-
dering:

Gemiddelde en spreiding van de grootheid N4 zijn (indien

H, juist is): e

nr nnrs
nim L ESPe Totm) 2 (n+m-1)

Men gebruikt dan in plaats van de exacte waarschijnli jk-
heidsverdeling van n, de normale verdeling wmet hetzelfde
gemiddelde en dezelfde spreiding en in plaats van de gevonden
waarde van n, neemt men het getal, dat 3 dichter bij het ge-
middelde ligt dan deze gevonden waarde (dit lastste is de z.g,
"continuiteitscorrectie®, die bij toenemende n en n weldra
verwaarloosd kan worden). liet behulp van de benadering‘gaat
men dan verder te werk als boven beschreven, daarbij gebruik

makende van een tabel van de normale verdeling.

Litteratuur:

R.A,Pisher, Statistical Methods for Research “orkers, London
1948, p. 95. Opmerking: Fisher gebruikt hier de
éénzijdige overschrijdingskans.

J.Hemelrijk, Waarschijnlijkheidsrekening cn Statistiek, Va-
cantiecursus Mathcematisch Centrum, Amsterdam 1950,

§ 4.
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Toetsing van de gelijkheid van twee regressie-
coefficiénten indien de afwijkingen normaal verw-
deeld zijn met gelijke spreidingen.1)

2ij gegeven, dat van vier grootheden ,51'

M+ fp en M, de grootheden Y, en }2 fout~
loos kunnen worden waargenomen, terwijl bij de
waarnemingen van 71 €0 7, onderling onafhankelijk
verdeelde fouten %) worden gemaakt, die alle een
normale Verdeling bezitten 3) met gemiddelde O
en onbekende, maar steeds dezelfde, spreiding o,

- Verder zij gegeven, dat ‘71 en 7, lineair
van ~§1 resp, ¥, afhankelijk zijn, dus dat geldt:

M= 31§10+ oy
Yo=pRB2 g2 % %o
waarin de parameters 4y B4y =, €N /32 onbe-
kend zijn, '
Gevraagd wordt nu, op grond van een aantal
waarnemingsparen
(x}330) e ey (xv) ven ((fq,7)
(X!]':y!]')u'-y(x;;l,ylg) van (}2:772)

de hypothese te toetsen, dat de twee regressie-

en
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1)Dit memorandum is slechts bedoeld ter oridntatie
en streeft niet naar volledigheid of volledige
exactheid,

2)0nder "fouten" vallen in ait geval ook boeval-
lige afwijkingen van ander karakter, bv., physio=-
logische afwijkingen,

3)De stochastische grootheid x bezit een normale
verdeling met gemiddelde/m,en spreiding <, indien
voor ledere a geldt:

s " 3 lusg)®
Pz4e] = —om | e 7" au.
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Hys Ay = Bo

Om deze hipothese te toetsen, worden schat-
tingen b1 en b2 van /91 en./32 berekend volgens
de formules:

(y -7 (x4-%")

_ 1 =1
b1 = i% ~
. 1(x{—x‘)
i=
en
m —— ——
a?: (yg-y")(xg-X“)
- 4=
by = m 2 !
E; (X"-X"
a=1
waarin n
7=+ Z% ; Fi= L 2 x!, enz
AR e

Deze schattingen worden verkregen door toe-
passing van de methode der kleinste kwadraten, die
in dit geval overeenkom t met de methode der
meest aannemelijke schattingen (Engels: method
of maximum likelihood), Op dezelfde wijze kan men
als schatting voor 0’2 afleiden:

P 2
Z%'y'*b (XI_Xt)_y}' ﬂ—b (x“—x")—y"
S = =1 =
‘(n—2)+(m—2)
S~ (y1-71)2-] z <x'-x'> £ (y" 7203 z: (x-x")?
i=1 3—1 &

n+m=-4

Beschouwen wij niet alleen de gevonden waarden
y1,,..,yn, y1,.o.,y , maar de verzameling van
alle mogelijke waarden, die deze grootheden kunnen
aa mmemen, dan bezitten zij op deze verzameling een
waarsohijnlijkheidsverdeling, die afhankelijk is
van de (exact waargenomen) waarden Xi,... X},
xq,..o,xa. De schattingen b1,b2 en 8 zijn dan ook
stochastisch, hetgeen door onderstreping aangege-
van wordt. Zij zijn verder ecnderling onafhankelijk
verdeeld, zoals bv, door Mood Ei] bewezen wordt, en
by en b, bezitten beide een normale verdeling met

/41 resp. /32 als gemiddelden en spreidingen

g
TEesP.

o
\V/ff(xé:%')Q \/ég (Xg-i")z '
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Verder bezit (n+m-4)_s_2_/a~2 een X 2 verdeling
met (n+m-4) vrijheidsgraden. Hieruit volgt, dat
de stochastische grootheid

. 22 - U/ ~f32)
Vi 2:;<x§-§">2
1

verdeeld is volgens de verdeling van Student met
(n+m-4) vrijheidsgraden (zie bV, Cramdr [ 2] p.237)
Indien ig1 - /92 = 0 is, gaat deze grootheid
over in

b.,- b
_E - v“"“] "'2
.“f’é 1, -2 " 1 —
%: (xi-x ) Z (X&'—X )
N

die dus, onder de hypothese /?1 = /42, de boven-
genoemde Student-verdeling bezit, Is L A Lo
dan zullen bepaalde van nul verwijderd liggende
waarden van t een grotere waarschijnlijkheids—
dichtheid bezitten dan wanneer",g1 = 2, is. Voor
de toetsing van deze hypothese gebruikt men daar-
om in het tweezijdige geval (als zowel /31 by /?2

als /91 ¢ /32 als alternatieve mogelijkheild word?b
tocgelaten)een tweezijdige kritieke z8fne van de

vorn V&) 2 %o
waarbi] to, behorend bij een bepaalde onbetrouw=~
baarheidsdrempel o« , opgezocht kan worden in
tabellen, vermeld in onderstaande litteratuurlijst,
Indien slechts alternatieve mogelijkheden van de
vorm /34 ¢ /3 TesP. /212 3 2 worden toegelaten
gebruikt men de éénzijdige kritieke z0nes

t > %, Tesp. T €=ty
waarin g in dezelfde tabellen kan worden gevonden
als to door te zoeken in een tabel voor de twee=-
zijdige toets met onbetrouwbaarheidsdrempel 2 ol .
Het bij de tabellen vermelde aantal vrijheids-
graden (vaak asngegeven door V of n' of n=1) is
in dit geval gelijk aan n+m-4,
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Litteratuuri

{13 A.M. Mood, Introduction to the theory of
statistics, Mc Graw-Hill, New York-Toronto-
London, 1950, hoofdstuk 13 (regressietheorie) en

p. 425 (tabel),
[2} H. Cramer, Mathematical methods of statistics,

princeton Un., Press, Princeton 1946.
{3} M.G, Kendall, The advanced theory of statistics

I, Griffin and Co,, London 1947, p. 440-441 (tabel).




